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Zadania 1

Przedsigbiorstwo wytwarza cztery rodzaje wyrobow: A, B, C, D, ktore sa obrabiane na dwoch

maszynach M, 1 M,. Czas pracy maszyn przypadajacy na obrobke jednostki poszczegdlnych

wyrobow podany jest w tablicy:

Czas pracy przypadajacy na jednostke

Wyroby wyrobu (w godz.)
M, M,
A 1,0 2,0
B 1,5 2,5
C 2,0 3,0
D 1,0 0,5

Rynek moze wchtona¢ kazda ilo$¢ produkcji. Jednostkowe zyski (w zl) wynosza przy produkcji
wyrobu 4 — 2 zi, wyrobu B — 2,5, wyrobu C — 4,0, a wyrobu D — 1,5. Maszyna M, moze
pracowa¢ miesiecznie nie wiecej niz 100 godzin, a maszyna M, co najmniej 50 godz.

Okresli¢ optymalny asortyment produkcji umozliwiajacy maksymalizacjg zysku.

Rozwiazanie
Powyzsze zadanie mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacego zagadnienia programowania
liniowego:
zmienne decyzyjne:
x; - wielko$¢ produkcji wyrobu 4,
x, - wielko$¢ produkcji wyrobu B,
x5 - wielko$¢ produkcji wyrobu C,

x, - wielko$¢ produkcji wyrobu D,

Funkcja celu:

(x5 %y, x5, x,)=2x,+2,5x,+4,0x,+1,5 x, > max

Ograniczenia:
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1,0x,+1,5x,+2,0x;+x,<100 (ze wzgledu na limit czasu pracy maszyny M, )
2,0x,+2,5x,+3,0x;+0,5x,250  (ze wzgledu na limit $rodka II)

Xy, Xy, X3, X,=0 (warunek brzegowy nieujemnosci zmiennych)

Zadanie powyzsze posiada cztery zmienne decyzyjne. Nie jest wigc mozliwe rozwiazanie go metoda
graficzna. Poniewaz sa tylko dwa ograniczenia, przeto mozna taka metoda rozwiaza¢ zadanie
dualne do powyzszego. Funkcja celu jest maksymalizowana. Typowym zwrotem nieréwnosci
ograniczajacej jest w takim wypadku <. Druga z nierdwnosci ma zwrot przeciwny — przed
wyznaczeniem zadania dualnego nalezy wigc pomnozy¢ ja obustronnie przez —1. Nasze zadanie
wowczas wyglada nastepujaco:

Funkcja celu:

S (x),xy0,x5,x,)=2x,+2,5x,+4,0 x;,+1,5 x, > max

Ograniczenia:
x,+1,5x,+2,0x;+x,<100
—2,0x,—2,5x,—3,0x;—0,5x,<-50  (ze wzgledu na limit $rodka II)

Xy, Xy, X3, X,=0 (warunek brzegowy nieujemnosci zmiennych)

Mozna wigc wyznaczy¢ zadanie dualne do niego. Zmiennym decyzyjnym odpowiadaja
poszczegolne rownania (i vice versa) prawe strony ograniczen odpowiadaja wspdlczynnikom
w funkcji celu (i vice versa). Wobec tego zadanie dualne do naszego wyj$ciowego zadania jest
nastgpujace:
Zmienne decyzyjne:

Yis M
Funkcja celu:

g(y,,v,)=100y,—50 y,— min

Ograniczenia:

V—2y,=22

1L5y,—2,5y,=2,5

2y,—3y,=4
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y,—0,5y,=21,5
Y1, ¥,20

Zadanie to moze by¢ rozwiazane metoda graficzna.

W Kkartezjanskim ukladzie wspotrzednych Y,Y, zaznaczamy obszar dopuszczalny, bedacy

czgscig wspdlng obszardw wyznaczonych przez poszczegdlne nierownosci ograniczajace.
V1—2y,22

po przeksztatceniu:  ¥,<0,5y,—1 . Nierowno$¢ ta wyznacza obszar lezacy ponizej prostej

y1—2y,=2 | wraz z ta prosta. Prosta przechodzi przez punkty (2; 0) (4; 1).

1,59, —2,51,>2,5
po przeksztalceniu: 3 y,—5y,=5 czyli w postaci kierunkowej ¥,<0,6 y,—1 . Nier6wno$¢ ta

wyznacza obszar lezacy ponizej prostej 3y,—5y,=5 , wraz z ta prosta. Prosta przechodzi przez

punkty (5; 2) (10; 5).

2y,—3y,=4

—~y,—75 . Nieréwno$¢ ta wyznacza obszar lezacy ponizej prostej

po przeksztalceniu: y2§3 3

2y,—3y,=4 |, wraz z ta prosta. Prosta przechodzi przez punkty (2; 0) (5; 2).

»,—0,5y,=21,5
po przeksztatlceniu:  2y,—y,=3 czyli w postaci kierunkowej 1,<2y,—3 . Nieréwno$¢ ta

wyznacza obszar lezacy ponizej prostej 2y,—y,=3 , wraz z ta prosta. Prosta przechodzi przez

punkty (2; 1) (3; 3).

Ze wzgledu na nierowno$ci y,, ¥,=0 obszar dopuszczalny ograniczony jest prostymi OY, |

oy, |
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Kolejna czynnos$cia jest naniesienie na obszar dopuszczalny izokwanty funkcji celu. Jednym ze
sposobow jest wybor dowolnego punktu wewnatrz obszaru dopuszczalnego i zaznaczenie tzw.
gradientu funkcji celu. Gradient ten jest wektorem prostopadtlym do izokwanty, wskazujacym
kierunek i zwrot przemieszczania si¢ izokwanty wraz ze wzrostem wartosci funkcji celu. Sktadowe
gradientu sa wspotczynnikami przy zmiennych w funkcji celu.

U nas gradientem jest wektor: #=[100,—50] . Dla latwiejszego narysowania, wobec przyjetej

. . . ) O B )
skali, postuzy¢ si¢ mozna dowolna wielokrotno$cia wektorow — np. u ’25—0u=[2;—1] Dwie

kratki w prawo, jedna w doét) — zachodzi bowiem réwnoleglo$é: #|[’' Optymalnym
rozwiazaniem jest taki punkt (zbidr punktow) z obszaru dopuszczalnego, dla ktorego izokwanta
osiaga minimalna warto$¢ — czyli ostatni punkt ,,zahaczony” jeszcze przez izokwantg przesuwajaca

si¢ w kierunku wskazanym przez gradient (ze zwrotem przeciwnym do gradientu).

Rysunek 1 Rozwiazanie graficzne zadania dualnego

Obszar dopuszczaly wraz z zaznaczonym gradientem oraz izokwantami przedstawiono na
rysunku 1. Jak wida¢, optymalnym punktem jest punkt 4 = (2; 0).

Oznacza to nastgpujace rozwiazanie zadania dualnego:

4
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y1=2
»,=0

Optymalna wartos$¢ funkcji celu wynosi:
g...(2,0)=200
Analizujac uzyskane rozwigzanie stwierdzamy, iz nierOwnosci ograniczajace:
Vi—2y,22
2y,—3y,=24
zostaly spelnione jako rownos$ci — oznacza to, ze odpowiadajace im w zadaniu prymalnym zmienne
X, oraz X; saw rozwigzaniu optymalnym réwne zero, natomiast nierdwnosci:
1,5y,—2,5y,22,5
y,—0,5y,=21,5
zostaty spetnione jako nierdwnosci ostre. Oznacza to, ze w rozwiazaniu otymalnym odpowiadajace
im zmienne X, oraz X, osiagaja w rozwiazaniu optymalnym warto$ci rézne od zera.

Uja¢ mozna to w nastgpujacej tabeli:
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Zadanie prymalne Zadanie dualne
Nierownos¢ Spelniona jako  Nierownos¢ Spetniona jako
x,+1,5x,+2x;+x,<100 roéwnos¢ »,=0 nierdwnos$¢
ostra
—2x,—2x,-3x,—0,5x,<—50 nieréwnos¢ ostra  y,>0 rOwnos¢
x,=0 nierownos$¢ ostra y,—2y,=2 rownos¢
x,=0 réwnos¢ L,5y,—2,5y,=22,5 nierdwnos¢
ostra
x,=0 nierowno$¢ ostra 2y,—3 y,=4 rownos¢
x,=0 réwnosé »,—0,5y,=21,5 nieréwnosé
ostra

Wobec powyzszego stwierdzamy, ze — uwzgledniajac rownosci  x,=0 oraz x,=0
rozwigzaniami optymalnymi zadania prymalnego jest zbior rozwiazan nastgpujacego uktadu:

x,+2x;=100
—2x,—3x,<-50

W uktadzie powyzszym druga nieréwnos¢ przedstawiono jako nieostra, gdyz rozwigzaniami zadan
programowania liniowego sa zbiory posiadajace brzegi (przedzialy domknigte).
Podstawiajac:
x,=100—2 x,
dostajemy:
—2(100—2x,)—3x,<-50
3x,—200=<-50
3x,<150
x,<50
A zatem rozwiazanie optymalne zadania prymalnego mozna przedstawi¢ jako:

XIZIOO_ZX3
x,=0
x,<50

x,=0

Niech 7€(0;50) . Wdwczas:
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x,=100—-21¢
x,=0
X;=1
x,=0

Oznacza to nieskonczenie wiele rozwiazan z pewnego przedzialu — zaleznych od jednego
parametru.
Przykladowe rozwiazania to wigc np. - dla # = 0:
x; =100
x,=0
xz— 0 - czyli produkujemy wytacznie 100 jednostek wyrobu 4
=
x,=0
lub tez np. dla ¢ = 50:
x,=0
x,=0
x;=50
x,=0

- czyli wytacznie 50 jedn. wyrobu B

A np. dla = 20:
x, =60
x,=0
x,=20

x,=0

- czyli 60 jedn. wyrobu A oraz 20 jedn. wyrobu B

Kazdorazowo — przy takim asortymencie — nasz zysk wyniesie:
/(100;050;05)=/(050;50;0;)= /(605 0;40;0;)=200

- a wigc tyle, ile wynosi optymalna warto$¢ funkcji celu w zadaniu dualnym.
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