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Rozwigzywanie ukifadow réwnan liniowych.

Przyktad
Rozwigzac¢ nastepujacy ukiad rownan:
X+2y +3z-2t+u=4
3x+6y +5z-4t+3u =5

xX+2y +7z -4t +u =11
2x+4y +2z-3t+3u=6

W uktadzie tym mamy 4 réwnania i 5 niewiadomych. Nie jest zatem mozliwe
rozwigzanie go metodg Cramera (ani zadng inng bezposrednia metodg). Co
wiecej uktad ten nie ma w ogdle szans na posiadanie jednego (jedynego)
rozwigzania. Moze byc¢ to uktad nieoznaczony lub sprzeczny. Aby to sprawdzic¢
i ewentualnie wyznaczy¢ rozwigzania, skorzystamy z twierdzenia Kroneckera-

Capellego.

Budujemy macierze - wspotczynnikdow oraz uzupetniong, uktadu

1 23 -2 1 123 -21 4
A= 36 5 -4 3 U- 3 65 -43 5
1 27 -4 1 127 -491 11
2 4 2 -3 3 2 4 2 -3 3 6

Wykonujgc elementarne operacje na wierszach i kolumnach, szukamy rzedu
macierzy A oraz U. Poniewaz macierze te sg do siebie bardzo podobne - rdznig
sie tylko jedng kolumng, proces obliczeniowy mozna wydatnie usprawnic
obliczajac rzedy te niejako jednoczesnie. W tym celu przeksztatcamy tylko
macierz U traktujac w szczegdlny sposéb jej ostatnig kolumne. Mianowicie
podczas dodawania do siebie elementéw poszczegdlnych  kolumn
(pomnozonych ewentualnie przez wybrang liczbe) nie dodajemy nigdy
ostatniej kolumny do innych. W drugq strone operacje wykonujemy bez

ograniczen; bez ograniczen takze mozemy dodawac wiersze.
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nie wolno

2 3 -21,4 wolno
6 5 -4 3,5
2 7 -4 1,11
4 2 -3 3,6

~—_—"

wolno

N - WK

Wyznaczamy zatem rzad macierzy U. Pomiedzy kolejnymi przeksztatceniami
macierzy zapisywane beda dokonane przeksztatcenia

elementarne, tzn. numer wiersza (kolumny), ktorego elementy dodajemy
(i ew. przez co mnozymy), do ktérego dodajemy i ktory wiersz (kolumna)

z tych dwu w wyniku operacji sie zmienia.

123 -2 1,4 1w-(-3)+2w —>2w
365 -4 3| 5 iw:(-1)+3w 3w
- R ! 1w-(-2)+4w 4w _
R(U) = 127 -4 1'11 =
2 42 -33!6

~1” w pierwszej kolumnie stata sie jedynym

I
2 3—2—1 I 4 elementem niezerowym w swojej kolumnie, jest ona

7 w stanie, co mozna bez trudu zauwazy¢, wyzerowacd
wszystkie pozostate elementy z pierwszego wiersza.
7 To samo moze tez zrobi¢ ,2” z drugiej kolumny -

wybdr nalezy do nas. Po tej operacji analogiczna
60 —4 1 @T‘z sytuacja wystepuje w kolumnie piatej.

Zgodnie z wtasnosciami rzedu macierzy, wiersze badz

I
1 0 0 0| 0 kolumny, zlozone z samych zer, wykreslamy
_ 0 _4 2 0 I_7 i eliminujemy z dalszych obliczen. Kazda kolumna
- R I (oprocz ostatniej) odpowiada jednej niewiadomej,
0 4 -2 0 : 7 kazdy wiersz jednemu réwnaniu, w zwigzku z tym
zapamietujemy, ktorej niewiadomej kolumne
o O o010

wykreslono, w tym wypadku y.
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2w +3w —»3w

1 000, 0 100 0, 100
=R9——4@0:~4 - RO 0 2 O] - RO 20 =3
! ] 0 1, 001

Rzad macierzy U jest réwny 3, poniewaz w wyniku
przeprowadzenia  wylacznie  dozwolonych  operacji
elementarnych otrzymaliSmy macierz kwadratowa,
w ktdrej nie mozna juz wyzerowac wiecej elementow.

Podczas zerowania przestrzegano reguty nie dziatania ostatnig kolumng na
inne i dlatego wida¢, ze rzad macierzy A jest taki sam jak macierzy U, gdyz
proces wyzerowywania jej przebiegatby identycznie i pod koniec zostataby
identyczna macierz kwadratowa 3x3 - inna sytuacja nastgpitaby, gdyby
koncowa macierz zawierata dodatkowg kolumne - pozostatos¢ po kolumnie
wyrazow wolnych.

Wobec tego:

R(U) = R(A) =3

Ilo$¢ niewiadomych wynosi 5, zatem na mocy twierdzenia Kroneckera-
Capelliego stwierdzamy, ze uktad posiada nieskonczenie wiele rozwigzan
zaleznych do 2 parametrow. Rozwigzania te wyznaczamy w taki sposéb, ze po
przeniesieniu na prawg strone niewiadomych uznanych za parametry (bedg
nimi te niewiadome, ktérych kolumny wykresliliSmy -u nas y oraz z) oraz
eliminujac te réwnania, ktérych wiersze zostaty wykreslone -u nas trzecie
rownanie.
X-2t+u=4-2y-3z

3x-4t+3u=5-6y-5z

2x -3t+3u=6-4y -2z
Otrzymany uktad réwnan jest typu n x n i jest jednoczesnie uktadem Cramera.

Mozna go zatem rozwigza¢ metodg Cramera.
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Obliczamy wyznacznik gtéwny uktadu:

1 -2 1
W=3 -4 3/=2
2 -3 3

oraz wyznaczniki dla niewiadomych
(4-2y-32z) -2 1

W =/(5-6y-5z) -4 3/=4y-2z-9
6-4y-2z) -3 3

1 4-2y-32) 1
W, =3 (5-6y-5z) 3 =4z-7

2 (6-4y-2z) 3
1 -2 (4-2y-32)

W,=3 -4 (5-6y-52)=4z+3
2 -3 (6-4y-22)

Ostateczne rozwigzanie wyznaczamy ze wzoréw Cramera:

W 4y -2z -9 Ostatnie dwie niewiadome sg parametrami, tzn. ze moga
X == przyjmowa¢ dowolne  wartosci ze  zbioru liczb
“‘;v a 72 rzeczywistych. Wartosci pozostatych niewiadomych sg
t= -t — az-7 zalezne od tego, jakie wartosci y oraz z przyjmiemy.
W 2 Uwaga: gdyby w naszym zadaniu jako parametry
_ W, _ 4z+3 przyjeto inne niewiadome, badz pominieto inne réwnanie
T W 2 (w wyniku realizacji nieco innej koncepcji zerowania)
yeR otrzymane wyniki bytyby pozornie inne. Przykfadowo
zc R przyjmujac jako parametry x oraz y otrzymalibysmy takie
€ rozwigzanie:

tatwo sprawdzi¢, ze jest to samo
rozwigzanie. Podstawiajac bowiem do
otrzymanego najpierw rozwigzania np.
y =0 z = 0 otrzymujemy x = -4.5
t = -3.5 u = 1.5. Jezeli teraz
podstawimy wyliczong warto$¢ x =
-4.5 oraz przyjete y = 0 do drugiego
wariantu rozwigzania otrzymamy z =
0, t = -3.5 oraz u = 1.5, czyli obydwa
warianty rozwigzania sa ze sobg
zgodne.

Przyktad pochodzi z podrecznika ,Analiza matematyczna w zadaniach”— W. Krysicki, L. Wtodarski, PWN,
Warszawa 1999.
Koncepcja rozwigzania i objasnienia: Sebastian Dziarmaga-Dziatyniski
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